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Quelques Applications de la Théorie des Formes 
Binaires aux Fonctions Elliptiques. 

By M. Fa! de Bruno, Twin. 



Après avoir pris connaissance, presqu'à l'hasard, d'une note de M. Klein sur 
les fonctions elliptiques, insérée dans les Mathernatische Annakn, il m'est venue 
la pensée qu'on pourrait d'une fapon élémentaire arriver aux résultats de M. 
Klein sur l'emploi de l'invariant absolu dans la détermination des éléments 
elliptiques. J'espère avoir atteint le but, sans passer par les séries hypergéo- 
métriques peu connues, et qui du côté pratique laissent beaucoup à désirer dans le 
cas qui nous occupe. Ce qui était pour ainsi dire entrevu par de grands génies, 
trouve ici une réalité facile d'exécution. Il m'est arrivé dans cette recherche de 
trouver des séries que je croyais nouvelles, et que ensuite j'ai rencontrée dans 
quelques auteurs ; il en reste pourtant quelques nouvelles. Ce qui peut-être 
pourra paraitre intéressant, c'est une série d'une convergence vertigineuse qui 
donne à l'instant la valeur de la période, une fois calculée la valeur du module, 
pour n'importe quelle quartique par l'emploi de l'invariant absolu. 

§I«- 

De l'Invariant absolu dans les Formes Quartiques. 

Toute quartique peut être réduite par une transformation linéaire à la forme 
canonique 
(1) x 4 + 6,uxy + ?/ 4 . 

Ainsi en appellant I 2 , I 3 , A, les invariants quadratiques, cubiques, et le dis- 
criminant de la quartique donnée, et en observant que ceux de la quartique (1) 
sont 1 + 3{â , (i — [i 3 , (1 — 9ft a ) a , il viendra 

Vol. V. 
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(2) I 2 = (l + 3^ 4 , I s ={{i-^)h\ A = Ii-27/! = (l-V)*P, 

h désignant le module de la transformation. Nous avons déjà vu {American 
Journal, Tome III) que (i peut s'exprimer en fonction de l'invariant absolu. 
Dans les recherches actuelles nous préciserons davantage le rôle que joue 
l'invariant absolu. Rappelions nous à cet effet que la canonisante de la 
quartique est 

(3) tf-I^ + 2/ 3 =0, 

équation, qui, ayant égard aux valeurs (2) , peut être mise sous la forme 

^ 3 -^ 4 (l + 3^) + 2(^ — ^)3 6 = 0. 
Il s'ensuit, que en posant "k = TJè* , il viendra 

(4) ^ -^'(1 + 3^) + 2(^-^ = 0, 

dont les racines sont, comme nous avons fait voir en 1875 (Théorie des formes 
binaires), 

(5) a/ 1 = 2p, X t = l-p, X 3 = -(l+(i); 

ainsi les racines de (3) seront 

(6) \ = ^h\ \ = {l-[i)h\ aa = -(l+p)3». 
Or on a par les valeurs (2) 

WJ i+3^ ô -j;' 

et les 3 racines % deviendront 

/on , _ 9 J a 1+3/? _ J 3 1+3// _ J 3 1+3// 

W ^-^IT=7' ^-XmT+7)' ^-~Imw)' 

observont maintenant que des équations (2) on déduit que 

( 9 ) %Z 1 i = B > où5 = N /^; ou^-9V-f* + -B=0, 

équation qui peut se mettre sous la forme 

Sous cette forme il est assez naturel de considérer a, ^- — — , j~ , comme 

1 3/* + 1 3/t — 1 

les 3 racines, puisque le premier membre est au signe près le produit aussi des 
racines, et de songer à substituer .f _■_, à jtt; et alors on voit que l'équation (10) 
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est satisfaite tout de même, car on a 



+ 1 



3^ + 1 _ __ p + l 3// + 1 ____„, 

d 37+î + 1 W+ï 

d'où il s'ensuit, le produit demeurant le même, que si ^ est une racine, , j* 

op. X ofi-\-± 

le seront pareillement. On verra ainsi que on peut poser 



(11) ^ = 2 — 



i 1 + 3 ( v 3//— iy _ i s î+y 



,3^ + 



x, 1 + 8 (£S) 



' 3 i _ ^ ^+ 1 V 



lM ^ S -^I" — 77h^V~TH^ï)' 

Réciproquement, en posant généralement a f = -~- -y- » on déduira de (11), (12) que 

2 _Z 8 

nq. „a— "i— 1 / /«-l Y_ «8-l / ^ + x Y_ a 8— i 

1 ' f*— «j—3' V3// + V - « 3 + 3' U/« — 1/ o, + 3' 

d'où 



/1i\ „a_.. A/ii — 2J 3 jt + 1 A4— 2i" 3 /« — 1 _ A- 

^*J f -V J 8 ^+.6J 8 ' 3^ — 1 ~ V J^ + 6/,' 3^ + 1 V -Ç 



^3 %-*8 

:4+6/ 3 : 



et puisque en dernier lieutout dépend de la valeur de a, les 3 racines (i l} m, [i 3 
seront encore 



(15) th=s/^ 



-il / I%h — 2-^3 i i / jg jg — 3-4 

i « r ' ^ "~ " / ' ^ 3 — / • ' 

+ bi 3 . „ /LL — 1L „ . „ /T.L — 2L 



i a . A^ 3 — ^ 3 1 _1_ Q . A 

Les racines Jl de l'équation canonisante sont liées avec celles de la quartique 
d'une manière remarquable comme a montré M. Hermite.* En les appelant 

* Orelle, T. 52. 
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<*) /3, y, 5, et désignant par a le premier coefficient de la quartique, on a 
^ = -£[(a-*)GS-y) + (a-y) (£-«)], 

(17) a, = -£ [(a-/3) (§ - y) + (a - y) (i - fi] , 

X, = -^[(a-«)(y-/î) + (a-/8)(y-a)]; 

et si l'on pose 

(18) 4 = a (a — /3)(y — 5), 4 = «o(« — 5) (0 — y), 4 = «o(« — y)($ — /?) > 
il viendra 

(19) ^i = |(4-4), ^ = }(4-4), ^ = {(4-4), 
et 

(20) /la — /i 3 = g- 4 , /ii /i 3 = "2" 4 > ^1 \ — 2" 4 • 

On observera que les 31 et les l sont liées par le relations suivantes : 

(21) a 1 + ^ + x 3 = o, 4 + 4 + 4=0, 

d'où 

S/li/la— ô* 2/1 , 24 4 == n"2< • 

Rappelions (v. Théorie des formes binaires) qu'on a 
(22) / 2 = ^[(a-/3) 2 (y-^ + (a-y) 2 (/3-y) 2 ] = ^ r (Z! + ^ + ^) I 
ce qu'on pourra vérifier pour l'équation canonisante. En effet on doit avoir 

(22) I % = — (/L1/I2 + /li/l 3 + /lg/l 8 ) = -gg "2" 2/1 

= W ^ x "^ ^ + ^3 44 44 44) = "2^ (n "I" ^2 "H ^)- 

Pareillement on aura 

/ 3 = — -ggg (4 — 4) (4 ~ ■ 4) (4 — 4) ) 2/3 = •L 1 ^L 2 ?i3 . 

Il viendra aussi pour le discriminant 

A=-£n(a-0), A=-l-iîï5îS; 

d'où 

(23) 444 = 16V^. 



D'ailleurs 
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44 "T" 44 "H 44 — — 2 — — 2 ' 



ainsi — 2 4 4 = — 3/ 2 ; 

et puisque 21 = , il s'ensuit que l'équation dont — > — - » -^ sont la racines 

2t 2t 2t 

aura la forme 

(24) U — BI 2 L — 2VT=0, 

dont le discriminant g P ar rapport aux racines sera 

£P = -4(A-/l)= + 108/t. 

Pour se rendre compte de ce résultat il faut noter que le produit des 
carrés des différences des racines pour la cubique à coefficients binôme est 
\(ad — bcf — 4 (ac — b 2 ) (bd — <?)]; c'est à dire — le discriminant. Ce résultat 
nous prouverait au premier abord que l'équation (24) a toutes ses racines réelles, 
ce qui est impossible, car les racines a, fi, y, ù de la quartique ne sont pas 
toujours réelles. Mais observons que cette déduction ordinaire tirée du signe du 
discriminant n'est légitime, qu'autant que le coefficients sont réels, ce qui n'est 
pas le cas lorsque la quartique n'a qu'un couple de racines imaginaires. Dans ce 
cas les 3 racines Z ont la forme 

l 1 =Ai, l 2 =C+Di, Ï 3 = — (G—Di); 
d'où 

(h — kY(k-ky(h-W = (20y\-0+(A-D)i?\-0+{D-A)i? i 

ainsi le discriminant sera positif, quoique les racines de la cubique soient toutes 

fois imaginaires ; mais alors aussi A est négatif, = — A', A' étant essentiellement 

positif, et l'équation (24) devient 

jj 
Mais si nous changeons L in — > il viendra 

(24)' L' 3 + 34L' + 2 V^" = , 

dont les 3 racines seront 

l\ = — A, Z 2 = — D+Ci, l' 3 = — D— Ci, 
et il faudra que le discriminant g' de (24)' soit négatif, ce qui arrive, car on a 
g' = -Z(A' + /l) = -i(-A + /|) = -108P 3 . 
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Quant aux racines % , à cause des relations (19), on voit que les â seront réelles 
pour le cas des racines toutes réelles ou toutes imaginaires, et que pour le cas 
d'un seul couple de racines imaginaires de la quartique on a 

a a =j(2C) l \ = \{-C+{A-D)i), a 8= I.(_C7-(A-Z)) a ); 

et alors la cubique (3) aura aussi un couple de racines imaginaires. Dans ce 
cas en effet le discriminant est 

S = -[4ii-4^]=A (/i _ 27/1) = J_ A , 

et il sera négatif avec A . 

En résumé, donc, les racines % et l seront toujours conjointement réelles si 

les racines de la quartique sont toutes réelles ou imaginaires ; % et l*/— 1 auront 

un couple de racines imaginaires si la quartique a un couple de racines imaginaires, 

P II 

ou si A < , à savoir ~ < 27 , ou I ■< 27 , en appelant / l'invariant absolu -=- • 

Cela posé, pour la détermination des racines â et l nous aurons recours 
aux formules données dans la Théorie des formes binaires, p. 113. En remar- 
quant que le discriminant de la canonisante par rapport aux coefficients est 

4 4 / J\ 

= — — (ij — 27i|) = — 07 ^ ' ou k ien 4-^1 ( 1 — -97" )' nous trouverons <l ue 




^^v-i + vA-^ + v-i-Vi- 

Par conséquent, en posant 

(27) % = VT s y, 
la valeur (14) de (J deviendra 

2 — v" 7 y- 2 

( 28 ) ** - #Ty + 6 

résultat qui nous apprend que le paramètre (i de la quartique canonique ne 
dépend que de l'invariant absolu i" et en fournit une expression très simple. 
Pareillement on trouvera 



(29) 



L = ^27 Vl 8 (t/l + s/4-- 1 + ^~ l + \/-é.- 7 
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Nous verrons maintenant comment on peut développer les racines % et l en série 
suivant les puissances ascendantes de l'invariant absolu. Observons d'abord 
qu'en posant 
(30) %—s/^x 

l'équation (3) devient 

ou en rappellant la valeur 



«?=\/ë* x + 1 ' 



4/| 



(3i) a ?—*y_Lx + i = o. 

Ainsi toute canonisante d'une quartique peut-être réduite à ne dépendre que 
de l'invariant absolu de la quartique. Ce résultat nous suggère une reflexion. 
Supposant qu'on ait construit des tables des racines de la cubique x s — ax + 1 
(ce que p. ex. la British Association pourrait très bien entreprendre) pour une 
certain étendue des valeurs de a, on aurait alors tout a la fois les racines de 
toute cubique par un simple transformation linéaire et les racines de la quartique 
canonique à l'aide de la formule (28) par une simple resolution d'une biquad- 
ratique. 

Posons maintenant pour abréger —= T, l'équation (31) pourra être mise 

sous la forme 

(32) x = a/H + -CWj 

et en y appliquant la formule de Lagrange* pour les équations trinômes, il viendra 

(33) x= VY[l + T+ «Tt + Y ^^-V- : • ( 8 *-* + 2 > 2»+ig>1. 

v L 1.2 Z^s 1 . 2 . à . . . p J 

Pour la convergence de la série il faudra d'après des théorèmes connus que 

^ T< 27^' oui > 27 - 
Le cas correspond à celui de racines réelles danif la canonisante. En effet 

4 

w 



4 
le discriminant, qui comme nous savons est égal — — =- (ij — 27/1) > doit être 



alors > 0. Or l'inégalité 

(34) 7| — 277Î > 



* Voir la note V à la fin. 
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révient à /> 27. Alors le développement (33) , ou 

correspondra à la racine réelle du plus petit module. Posons 

(36) P = l + y+ J_^ + . . . 

il sera aisé de voir que l'on aura, en se reportant à la valeur (14) de ^ , 

(37) ft»=2 P J{ T 1~ 1 • 

Ainsi [i 2 est donné explicitement en fonction de l'invariant absolu T. Passons 
au cas où le discriminant est négatif, et où par conséquent /< 27. Alors, pour 
abréger, considérons l'équation 

y 3 — ay + 1 = 0,* 

(38) et posons y = aZfz + 1 = 0, ou z = 1 + a\/z . D'après des théorèmes 
connus la condition de convergence de la série de Lagrange appliquée à la forme 
z = 1 + a*/z sera 

(- -Y 1 - 

V 3 y ... _ ^ 3 /27 



a< 7TTT- ' 0UL - - v 4 



Mais dans notre cas on a 






donc /< 27 , comme il fallait. La série de Lagrange donnerait 

(39) 2 = H« + ^« 2 + 2-/ 1.2.3. . .p a 

p=i 

mais z = 1 + a 4/7 ; donc 

(40) ,= ! + -!„+ £A^^_Aî_ t.,. 



* Voir la note 2' à la fin. 
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et il est aisé de voir que pour les valeurs de p multiple de 3, il y aura des termes 
qui disparaîtront. En particulier on aura 

(41) 3 , = l + | a _ 8 i a . + ^ a ._^ a « + | œ > + .... 

et si on remplace y par sa valeur et a par^/— -, =\/ T, il viendra 

série très convergente, en se rappellant que J= 47 T << 27, et qui fournira encore 
la racine du plus petit module. Il s'ensuit qu'en posant 

(«) « = i-ir-iî« + . . .+-L*T(i + lr+i,j<+ . . .) 

on trouvera 

(44) <g4/4T-2 

et /i 2 sera pareillement exprimé explicitement en fonction de l'invariant absolu T. 
Passons à l'équation en L (24). En posant 

(45) L — ^^/lx 
elle pourra être mise sous la forme 

(46) * 3 -wi 7=f*-l-0 
Posons 

V'ïx/Ï t 8/4 



(46') a = 3Ï^" eta;::z:J -:y' a = V 27 V !— j' 

et appliquons la série de Lagrange à l'équation 
(47) y=z a + ay s ; 



on aura 



(48, !-=H^^^K. t ^yV + ... 
série, qui en posant 

(49) #=-£, a«=ni-iT, 

deviendra 

Vol. V. 
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Maintenant on a 

Ainsi 

(51) i =-±^T^H( ]+2 4if+4(|jr) , + ^(ij7)*+...) 

où H est un autre invariant absolu lié avec le premier I par la relation 

Pour la condition de convergence il faut que 

4 

a< 27^' ouA < / i- 

Mais comme A = If — 27/| , cette condition se réduit à 

et par conséquent / >• 27. Or, dans ce cas nous avons vu que le discriminant de la 
canonisante est positif, et en ayant égard aux relations (19, 20), les racines 
l seront toutes réelles. Lorsque /< 27, les racines de la canonisante sont 
imaginaires et l'équation (24)', en posant 

or 

deviendra if — ay + 1 = , 

équation semblable à la (38) et qui fournira la série (40) , 

Of- 1 )- ••(*-*+ *)..-, 

1.2.3. . . p 
qui, développée, deviendra 

'■> =1 -k aS -é a ' + - ■ -+«14+15 "'+ •!«*+• • -I- 

27 J 8 1 

où a 3 = —r- k, k — —y- — -jf • P ar conséquent il viendra 

< 61 >' i/Ë^ = l - è (-f *) ^ /? (-r *)'+ ■ • ■ 



^■r+^+E— — : — '- -"' 



+ ^*(T + i(^) + T(v*)"+---)' 
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et ou trouvera que la condition pour la convergence de' la série se réduit à 
l'inégalité J<C 27 comme pour (38). Ainsi dans tous les cas les expressions 
de X et l sont connues et exprimées par des invariants absolus. 

Nous verrons dans le paragraphe suivant la partie avantageuse que l'on 
peut tirer des expressions des racines l. Mais avant de passer outre, nous 
remarquerons que les fonctions elliptiques nous offrent un moyen de vérification 
des formules (39) et (44). On sait que si dans une équation différentielle ellip- 
tique ordinaire, où figure une quar tique quelconque dont les racines sont 
a, (3 , y, è, on opère une transformation linéaire* pour réduire la quartique à la 
forme typique, (1 — x 3 ) (1 — ¥x % ), h le module aura cette expression 






d'où l'on déduira, en égard aux équations (20), 

1 __o 4 — 4 „ 1.2J, __« A 



& + 4-= 2 f-ï-f = ^^7- = 6 



k 4 + 4 — k h — h 

Or par les valeurs (6) il vient immédiatement 

6^ = 6/*, 



ou 

h + — = 6^ ; 

comme cela doit être, puisque de la quartique (1 — x 2 ) (1 — Tâo?) on passe à la 
canonique 1 + ôjux 2 + x 4 en posant 7^ = */ 2 et 7« + -v- — 6^ . Ainsi les systèmes, 
que l'on choisira d'après le caractère du discriminant A, 



(«) »=U^T>^mm- 






*D'aprês cela l'intégrale « =J A/ ^_ x , )(1 _ k , a%) deviendra y^u = /^î^ 



% 



(&+t)2/ 2 + 2/ 4 
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résoudront complètement la question, à savoir, d'exprimer le paramètre de la 
canonique ou le module en fonction de l'invariant absolu. Mais ce sujet peut 
être encore envisagé sous un autre point de vue. Supposons que par une trans- 
formation linéaire on ait transformé une quartique quelconque clans celle-ci 

(1 — x*)(l — 1*3?). 

Les invariants quadratique et cubique de cotte forme seront respectivement 

1 -|- 14F + là 1 + ff (1 — 34ff + #) 
12 ' 6 ' 36 

Par conséquent l'invariant absolu de la quartique proposée sera 

7=^ = 27 (l + l^ + fc 1 ) 8 



II""' (1 _ 34F + Wf (1 + F) 2 

Or nous allons voir que cette sextique, d'où dépend le module h se réduit 
précisément à la canonisante (31). Posons en effet 



il viendra 
Faisons 



tf = l, l + J- 


= y; 


(y + Uf 


I 


(2/ + 2) (2,-34)*' 


27 


y + U_ 


t 


2,-34 


3 ' 


e __ T 


— T 


1 + t 4 





nous obtiendrons 

équation qui, en posant t = — Z/~fx , revient à x s — Z/~Tx +1=0. 

Ainsi nous retombons sur la canonisante connue, résultat remarquable, qui 
prouve une fois de plus comment l'étude de la canonisante fournit la clef de la 
susdite question, à savoir, d'exprimer les éléments des fonctions elliptiques en 
fonctions de l'invariant absolu. 

De l'équation (53) on tire 

P + Ul+l ^J 
p_ 34^-4- 1~ 3 ' 

d'où 



— 21 + 17 \/ Tx ± Te /(l — i/rx) (3 — 2 tfTx) 

V = v 



■VTx 
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x désignant une racine de l'équation (31), racine que nous avons après à calculer 
par la série de Lagrange. Ainsi Je serait exprimée efi ébiection de l'invariant 
absolu. 

§2. Application aux Fonctions Elliptiques. 

Supposons qu'en posant 

(54) X=(l—a*)(l — Va>), 

(55) Y= {y - a) (jj - (3) (;/ - y) (/y - 5) , 

(56) ù = p~^> P=V(a-ô)(r-h> P'=V(a-r)(à-t3), p = ^f^; 
on ait transformée l'intégrale quelconque / -^ en — / .^ 

par une transformation linéaire. Or en ayant égard aux équations (18) on voit 
que la valeur des h sera 



(57) k = V^ — V/ A 



s/ — h + V% 
En prenant le carré, on aura 

En observant maintenant que Zj4? 3 = 16 \/d~, — 4 + h = 6^i > il viendra 

Mais on verra aisément que 

et par conséquent l'expression de Tê se réduira à 



. /12 VJ — 3J 2 Z 1 + 4 4/7 
p _ v :_ . 

N /l2v1— 3/,4-44/J 

4 _ 

En remplaçant, par exemple, \ par sa valeur, l x = — y/ A Z/H T (éq. 50), 

nous aurons 
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(59) V12 + 4J-+4 V3+T+2 

v ; * V12 + 42 7 — 4 V3 + T— 2 

En posant 

il viendra encore l'expression très simple 



(61) W = V ' 1 + r ~ 1 
v J Vl.+ T + l 

Par conséquent 

(62) 7</ 2 = 2 



l + Vl + T' 

qu'on pourra facilement calculer à l'aide du seul invariant H. Quant à p nous 
aurons 



_ P—P 1 _ V— k — V4 

P 9 9 



d'où 



4p 2 = - 7 2 + I, — 2 V44 = -^f ((— 4 + k) V/x - 2» V W 3 ) 
4p 2 = - -jç Ç^/l2 VI -BI.l, + 4^T) , 



P* = - -^=- \/3 + T + 2) V^ , 

8 /T « /7 v r 3+T + 2 

p=-V. T VïT 7F : 



et enfin 



,„«> • * /T , v -( V3 + r + 2 u _ M/ rj ( 1 + Vl + y l i . 

(63) p = * N / T V^j ^^ } -^^S/hX VT+4T ) ' 

par où l'on voit que, au facteur près fy~à , le multiplicateur p est fonction de 
l'invariant absolu H, conclusion qui sera confirmée par ce qui va suivre. En 
résumant ce qui précède nous arriverons à ce théorème gênerai : 

Soient 

(64) V= a a if + ia x ff + Qa^f + 4a 3 y + a A , 
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(65) I 2 = «0^4 — ia x a 3 + 3a 2 , 





1 ^2 


3 


Qj\ Cl<% C/g 




Cl% $3 <3f ^ 



A = /J — 27/S>0, 



(66) /=|, H=^=l~^, 
(68) A_ Vl -_ l + 1> 



(69) p 
on a«ra 



-*V3 V^l 4/T+4T î ' 



c?« 



r dy_ _ 1^ P _ 

J VF ~ /> J A/(l — a?)(l — Vaf)' 



où, au facteur près */ A , le second membre est seulement fonction de l'invariant absolu 
H ou I. 

Ce résultat, par lequel %/~I I -y= est fonction de l'invariant absolu pourrait 

se prévoir, comme a observé M. Stein [Mathematische Annalen, T. 13),* mais en y 
arrivant par une autre voie que celle que nous allons exposer. 
Soit à cet effet une quartique quelconque 

(71) / (x, 1) = a a; 4 + 4% x 3 + $a % a? + 4a 3 x + «4 • 

On sait (v. notre Théorie des formes binaires, edit. française (140), ou alle- 
mande, p. 232) d'après Hermite qu'en appellant I % , I 3 les invariant quadratique 

J? 
et cubique de la quartique, ainsi que I=~ > l'invariant absolu, on a 

,^\ P dx . /T P dX 



/dx . / l P dÀ 
Vj{xJ)~ ~ % ^ «V Va 3 — J 3 /l + 27 8 



où à 3 — Xlj + 2/ 3 est la canonisante. Posons "k = y4/2I 2 ; il viendra 

dx — i p dy 



Si 



Vf(x,l) V8V2J, 
équation qui nous prouve que 4/% j 



S 



dx 



V/(*,l) 



*There seems to be some error in this référence.— Ed. 
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est fonction de l'invariant absolu seulement. Or de l'équation 

(73) A = 11(1- 27) 

on tire 



Vh = 



K/l—21 

dx 



/ctx 
—f., -77 sera ainsi une fonction de l'invariant absolu seulement. Il en 
s/f{x,\) 

sera de même de £/ I 2 = %/ J \J y — ~~ ■ Il s'ensuit que si on appelle K, K' les 

■ .— ' ■ » les expressions */!<> K, 4/ 1 3 K' ; s/ I t K, v / I» K' ) 
v f{x,l) 



\/ J K, \f A K' seront fonctions uniquement de l'invariant absolu /. 



Si on avait pris pour invariant absolu T' — -—- , = — , la conclusion aurait 



jr3 27 T 

été la même ; car par les équations J= -~- > A -— /§ (/ — 27) , on a J= -= — - = 

i 3 1 — 1 

27 i . 

==• Ainsi les fonctions %/ à , j/ï % , */I a rendront l'intégrale elliptique 

générale fonction de l'invariant absolu quelconque. 

Pour déterminer tous les éléments des fonctions elliptiques en fonctions de 
l'invariant absolu, il nous reste à exprimer les périodes K, K 1 et l'argument 
Jacobien q en fonction de I ou de H. Nous donnerons de cette question deux 
solutions, une analytique et l'autre infiniment approchée. Rappelions nous à 
cet effet que l'on a 

(74) ^ = ï-*±*t=M+i^. 



1 + 2§ + 2g 4 + 2<£ + . 
d'où l'on tire, en posant 

quantité qui sera toujours < — * 

(79) .= J +/+«*+ ■-•_!_ 



1 + 2 2 9 + 2g 16 + . . . ' 

Observons maintenant que par le changement de q en — ■ q et en" iq , a se change 
en — a et en ia. Cela nous prouve que la fonction a par laquelle on ëxpri- 
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mera gêna sera impaire et ne contiendra des puissances de a que de la forme 
ip + 1 . Nous pouvons donc poser 

(77) q = a + Ba« + <7a 9 + Da 13 + Ea 11 + . . . 

Alors, par la méthode des coefficients indéterminés on trouvera aisément 

B=2 ; (7=15, D=150, #=1707; 

les équations de conditions seraient 

5—2 = 0, 8(7+ MB* — 9B — D = 0, 
8B - (7—1 = 0, 8Z> + 8B 3 + 2456'+ 2 — 9(7— 365* — E= 0; 

et par conséquent 

(78) 2 = a + 2a 5 + 15 a 9 + 150a 13 + 1707a 17 + . . . 
Mais nous savons aussi que 

(75) ^/^ = 1 + 2q + 2q* + 2q> + . . . 

d'où par la série (78) nous obtiendrons après quelques réductions faciles 

(80) ^/— (1 + 2a) (1 + 2a 4 + 16a 8 + 176a 12 + 1986a 16 + . . .) . 

Comme on peut mettre l'équation (76) sous la forme 

< 82 ) * - a T+T+l^+TTT ' 

il s'ensuit, d'après la série de Lagrange, que l'on aura 

(83) q-a+ 2^1.2.3 ... (4p + l) M l+<f + «f )' 

qu'on mettra encore sous la forme 

(84) q = a+ ^ 1 .2.3 "^ + 1) ^ <* + 2 ^ ~ g ° ~ ^ + ^ + ' ' '>■ 

et on retrouvera ainsi la série (78). Pareillement la série (80) que nous venons 
de trouver par la méthode des coefficients indéterminées peut se ramener à une 
formule générale par la série de Lagrange. Il est aisé" de voir en effet par les 

deux séries qui expriment v/— et W flii que 

(85) s /W.(l- / ^¥) = 4F(q), 

Vol. V. 
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en posant F(q) =■ q + <f + <? 2B + • • • 

De là on tire, en comparant avec (76) , 

(86) F(q) = a (1 + 2q i + 2? 16 + 2 2 36 + ....) 

Donc d'après la série de Lagrange 

F(2) = F(x) + tF'{x)f{x) + ± ± (F(x)f(x)) +. . ., 



1.2. .. 

. 1 /vW ,, 

ou 



+ r £_2fc-i(J»/» (»))+. • • 



ù 2 = a; + t/(2) , il viendra -^x/— C 1 — V# ) = 

a + Z-^i.2. . .(4p+i)^ L^'l i +g B + ^ + . . . ; j a=o . 

ou, en remarquant que 

rd^=ï^7r = (1 + 2a) ' 

(87) s/f = (l + 2a)[l + £ 12>3 ^ + 1) ] 

D^ [F (s) (1 + 2^ + q* + 2q™ + 3 2 16 + . . .)* + 1 ] 

La convergence de la série (84) dépend comme l'on sait de celle qui donne- 
rait q au lieu de F (q) par l'équation 

(89) y = a(l + 2q i + 2q w + . . .). 

Or cette série sera convergente pour tout module de a inférieur a celui pour 
lequel l'équation en q acquiert deux racines égales. A cet effet, limitons l'équa- 
tion (85) à celle-ci 
(89) ?= a (1 + 2^), 

ce qui est admissible, car le terme 2aq u est inférieur a ^r-^ • Alors en considérant 

la dérivée 1 = Sauf nous obtiendrons 



et par suite 
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En remontant à la valeur de a il faudra que 

1 — VF_ . 3 1 



2(1 + VI') 4 4/F' 

1 80 

ou à peu près Té > — - et Tê < -^r- 5 

condition que embrassera la majorité des cas, car & est toujours <C 1. Dans le 
cas où cette condition ne serait pas remplie, en changeant entre eux les modules 
h et Té, on aurait recours a Té. . Ainsi la série (84) peut dans tous les cas être 
censée convergente. On pourra donc l'appliquer à déterminer la période K 
après le calcul préalable de a à qu'on fera par la valeur du module Te donnée 

K 

precédement. Une fois iT trouvé, K' se déterminera par la relation e~" xr = g , 
puisque q été déjà exprime en fonction de a. Donc les éléments h, Té, K, K' 
preuvent être censés généralement exprimables en série à l'aide d'une seule con- 
stante, a savoir, l'invariant absolu de la quartique, sans être obligé de la résoudre 
pour la réduire a la forme (1 — x 2 ) (1 — li?a?), comme l'on croyait auparavant. 
De la formule (80) en élevant au carré, on déduit 
n 



K=-~-(l + 2a) 2 (1 + 4a 4 + 36a 8 + 400a 12 + 4900a 16 + . . .) 



ou 



<-> *=(T^( 1 +K^)+!0^ï) , + 

_25_ / l - VF Y' 4- -S. f l — *SÛ Y 6 , N 

256 VI + VF/ (128) 8 VI + VF/ * ' ' / 

On peut mettre cette série sous la forme 

k= w fi 4. fl^Y hz^ŒX '-L. /1-3Y/ 1-VF Y4- 

(1 + VF) 2 L "*" V 2 ) Vl 4- VF/ V2.4; VI + VF/ 

/ î.s.s y n — v¥ Y 2 , / i -3. s. 7 Y/ i — vf Y 6 ■ i 

V2.4.6A14- VF/ V2.4.6.8/V14- VF/ ' "J 

série dont le loi est évidente. Si on la compare à c#lle qu'a donnée M. Q-auss 
{Math. WerTce, Bd. III., p. 367) et que exprime la réciproque de la moyenne 
arithmetico-geometrique M (1 + x , 1 — x) , à savoir, 

^T^i = 1 + (^' + (o) V + (^) V! + --- 
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on trouve que 



formule qui pourrait être encore employée pour le calcul de K. 

Revenant à la série (91) nous obtenons une série rapidement convergente 
qui fournit la période une fois le module Je connue, ce à quoi on pourra réussir 

au moyen de l'invariant absolu H= -=% • En effet nous avons par l'équation (62) 
Té % = -i^- — i__ — L f ce qui fournit h , lé indifféremment par la relation 

"'=K-Êf^a + ë,(4r^ + ^(4r^+- ■ •)■ 

série convergente pour H<C 1 et pour T<C 1. Nous avons acquis ainsi pour ce 
cas deux séries qui résolvent complètement le problème à elles seules ; c'est à 
dire, d'exprimer l'intégrale K, sous autre calcul préalable que celui de l'invariant 
absolu. Mais du coté pratique à cause de la convergence rapide des séries au q , 
nous pouvons donner une solution -approchée de la question que suffira surabon- 
damment dans tous les cas. 

Remarquons que dans l'équation q=ze~"K on peut toujours supposer 

K' 

-= <C 1 , ou tout au plus = 1 , car on pourrait en cas contraire échanger la 

M. 

modules k, Je entr'eux, et par suite iT, et K'. Par conséquent on pourra 
toujours admettre que qS. e~"; c'est à dire, que la valeur maximum q est à peu 

près -^r • Cela nous apprend que le série procédant par les puissances de q sont 
exactes à partir de q 9 jusqu'à la 13 e décimale. Les termes seulement en q ie 
seront déjà moindres que — — • Par les séries connues en effet 

0(O) + 1 (a) = v / ^(l + ^)=2(l + 2 ? 4 + 2 Ç 16 +. . .), 
(92) (^) = 1 - 2q*+ 2q™ — 2<f + . . . , 
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on obtient la série nouvelle 

(93) 0(O) + 1 (O) + 20(^) = 4 + 8( î 16 +^ + ^+ . . .), 

qui est d'une convergence énormément rapide. Pour avoir la valeur du premier 
membre, nous aurons recours à la formule connue de Jacobi, qui nous fournira 

( — J > à savoir, 

(94) (u + v) (u - v) = ( g( ^ (t,) )'(l - #«»(«)*» («)) . 

K K 

Posons u = — > v= — • il viendra, en notant que 

0(K)__1_ /K_\ „ /-T~" 

6»(o) ~ VF' S V2 ;~ Vfq^' 

(95) ®(t) = n/t^ 1 + ^- 
Par conséquent 

(96) (0) + ©j (0) + 2 (^) = -v/Ç (1 + VF + -f+^r ^4 F 

On aura donc la formule remarquable 

(97) v /_^(l + v¥ + ^T+¥^64F) = l+2( ? 16 + 9 M + ^+. . .) 

co 

= 1 + 2V^. 
i 
Si on compare cette formule avec celle-ci 

v /2^ = l + 2g+2^ + 2 ? 9 +. . ., 

on voit qu'en appellant K u ce que devient K si q se^hange en q u , on aura 

y/K (1 + VF + 4/T+^ -v/64F) = -v/^ 16 . 



A moins donc de — — ■ . nous aurons 
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Par cette formule, qui est exacte jusqu'à la 22 e chiffre décimale, en substi- 
tuant au lieu de Té sa valeur exprimée en fonction de l'invariant absolu, on 
obtient de suite la période relative à la quartique donnée. Nous pouvons donner 
un exemple frappant de cette grande approximation. Supposons qu'on ait 

h' = -jr . ou A= l z-— = sin 60°. On trouvera 

Jr»i J r 

o = 0.33375 26136 78325 44512. 

V(l-rf)(l-|-^) 

N'ayant pas à la main du logarithmes à 20 décimales, on a du construire 
ceux qui étaient nécessaires en s'aidant pour ce que l'on pourrait des tables de 
Callet appropriée à ce but. Yoici par exemple quelques logarithmes qui ser- 
viront de contrôle au lecteur. 

Iog2 = 0. 30102 99956 63981 19521 
log*=0. 49714 98716 94133 85435 

1 + aA' = 2 + V2 55358 33905 9329g 99379 

2 4 

1 og > VjL = l. 93111 Ô5663 89927 36271 

Ce résultat donne d'un coup seul les 12 chiffres de Legendre dans ses Tables 
(page 234, Tome 2 de ses Fonctions Elliptiques). N'ayant pas par faute de tables 
étendues, pousser plus loin nos calculs nous ne pouvons assurer que les 17 
premiers chiffres; les 3 derniers pointillés sont douteux. On voit néanmoins 
par cet exemple comment cette formule remarquable (97) puisse fournir pour 
n'importe quelle valeur de h (en cela d'accord avec le théorème) une valeur 
extrêmement approchée, et en ne partant si l'on veut que de l'invariant absolu, 
valeur que ne diffère de la valeur exacte que par une quantité presque inappré- 
ciable, représentée par une série en q d'une convergence vertigineuse. 
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APPENDICE. 

Note 1 er . En supposant qu'on ait 

z = a + tz m 
il vient (v. Serret Algèbre 3 e edit.) pour la série de Lagrange 

z = a + r + ^a^-^ + 3m( l Sm - 1) a^f+. . ., 

série qui sera convergente pour tous module de t par lequel on a 

(m — lY»- 1 
mod t <T mod - — - ' . 
m m al"- 1 

Note 2 e . Comme les canonisantes de la quartique se réduisent en général 
à l'expression 

y 3 — ay + 1 = 

il sera bon de voir comment se comportant les racines sous cette forme. On 
sait par le discriminant que les racines seront réelles ou imaginaires selon que 

(«) lïr- l < 

ou selon que environ a < 2 . Considérons les deux cas successivement. 

1 er Cas. — Racines réelles. — On aperpoit bientôt qu'il y a deux racines posi- 
tives ; une entre et 1 ; l'autre entre 1 et a ; puis une racine négative entre 
— 1 et — a . 

2 e Gas. — Racines imaginaires. — Nous observerons d'abord qu'il ne peut pas y 
avoir des racines positives, car sans cela, en se reportant un terme connu + 1 , 
on conclurait que le module des racines imaginaires serait imaginaire, ce qui 
est absurde. En changeant par conséquent y en — y , on voit que la racine 
positive de 

y 3 + ay — 1 = 

est comprise entre a/~ôT, \/« + 1 , car les résultats des substitutions seront de signe 
contraire. Une fois trouvée la racine y , la relation — o % y = — 1 , p désignent 

le module, par la valeur du module a = \J — , il sera facile ensuite d'en déduire 
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l'argument des racines imaginaires. Les restes de Sturm seraient selon Cayley 



(O) 



y* 



ay + 1 1 y % 



ay — l 
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or 



et fourniraient une autre preuve de ces limites ; car il viendrait, 



f — ay + 1 


+ - 


- + 


+ 


— 


+ + 


+ - 


a a 


— — 


- + 


— 


+ 


- + 


+ + 


2 , 


- + 


+ + 


— 


— 


- + 


— — 


4 3 1 


+ + 


+ + 


+ 


+ 


— — 


— — 



D'après ce type général on saurait de suite dans les cas particuliers, quelles 
sont les limites qu'on doit assigner aux racines. 



